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요 약 

 
본 논문에서는 고속 부공간 추적 기법인 FAPI(fast approximated power iteration)에 GVFF 

RLS (gradient-based variable forgetting factor recursive least square)를 적용한 GVFF FAPI를 

제안한다. 고정 망각 인자를 사용하는 FAPI 는 부공간이 변하는 비정재 환경에서 망각 인자가 

1 에 근접하면 수렴 속도가 느리고, 망각 인자가 작으면 수렴 에러가 커지는 단점을 가지고 있다. 

이러한 단점을 보완하기 위해 GVFF RLS 알고리즘은 MSPE (mean square projection error)의 

기울기가 양수이면 망각 인자를 줄이고 기울기가 음수이면 망각 인자를 증가시키는 가변 망각 

인자를 도입하여 비정재 환경에서도 강건하게 동작할 수 있도록 한다. 모의 실험을 통해서 

도래각이 변하는 비정재 환경에서 GVFF FAPI 알고리즘이 기존의 FAPI 알고리즘보다 작은 

부공간 에러를 가지는 것을 보인다. 

 

Ⅰ. 서 론  

MUSIC (MUtiple SIgnal Classification)과 같은 부공간 

기반 도래각 추정 알고리즘은 매우 높은 분해능을 

가지는 것으로 알려져 있다 [1]. 하지만 이러한 부공간 

기반 기법은 고유 분해 (eigenvalue decomposition) 

또는 특이치 분해 (singular value decomposition)을 

기반으로 구현되며, 고유 분해와 특이치 분해는 많은 

연산량을 요구하는 단점이 있다. 따라서 지속해서 변하는 

도래각을 추적하는 경우와 같은 실시간 부공간 추적 

문제에 적용하기는 쉽지 않다. 이러한 고유 분해와 

특이치 분해의 연산량 문제를 해결하기 위해 적은 

연산량으로 부공간을 추적하는 기법들이 제안되었고, 이  

중에서 주요 연산량이 ( )O nr 에 해당하는 알고리즘들을 

고속 부공간 추적 기법이라 한다 [1],[2]. 

최근에 제안된 고속 부공간 추적 기법인 FAPI (fast 

approximated power iteration) 알고리즘은 고유 분해와 

비슷한 부공간 추적 성능을 보이며, 추정된 부공간 

행렬이 완벽한 정규 직교성을 보장하여 MUSIC 이나 

Minimum norm 과 같이 정규 직교화된 부공간 행렬이 

필요한 응용 알고리즘에 널리 사용되고 있다 [3].  

하지만 FAPI 알고리즘은 입력 신호의 공분산 행렬을 

추정하기 위해 고정 망각 인자 (constant forgetting 

factor)를 사용하기 때문에 부공간이 지속해서 변하는 

비정재 (non-stationary) 환경에서 1 에 근접한 망각 

인자를 사용하면 수렴 속도가 느려지며, 작은 망각 

인자를 사용하면 수렴 에러가 커지는 단점을 가진다. 

본 논문에서는 고정 망각 인자를 사용하는 FAPI 의 

단점을 해결하기 위해 GVFF (Gradient-based Variable 

Forgetting Factor) RLS 알고리즘을 적용하여 부공간이 

지속해서 변하는 비정재 환경에서 FAPI 의 부공간 추적 

성능을 개선한다 [4].  

Ⅱ. 본론  

부공간 추적 기법은 1n×  입력 신호 벡터 ( )x t 에 

의해서 식 (1)과 같이 반복적으로 업데이트 되는 n n×  

공분산 행렬의 r 개의 큰 고유값에 해당하는 고유 

벡터들이 형성하는 신호 부공간 (signal subspace) 또는 

n r− 개의 작은 고유값에 해당하는 고유 벡터들이 

형성하는 잡음 부공간 (noise subspace)를 추적한다.

 

( ) ( ) ( )
t

t u H
xx

u

C t x u x uβ −

=−∞

=∑             (1) 

 

여기서 0 1β< < 는 망각 인자이다. ( )xxC t 의 상대적으로 

큰 r 개의 고유값에 해당하는 고유 벡터들이 확장하는 

n r×  부공간 행렬 ( )tW 는 다음과 같이 정의된 비용 

함수를 최소화할 때 얻어진다. 

 

2
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

t
t u H

u

J t x u t t x uβ −= −∑W W W      (2) 

 

식 (2)는 추정하려는 부공간 행렬 ( )tW 에 대해서 

4 차이며 FAPI 알고리즘은 이 비용함수를 2 차로 

근사화하기 위해 다음과 같이 투영 근사화를 적용한다.  

 

( ) ( 1) ( )t t t≈ − ΘW W                         (3) 

 

여기서 ( )tΘ 는 r r× positive definite 행렬이다. FAPI 

알고리즘은 식 (3)의 투영 근사화를 적용함으로써 추정된  
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그림 1. 입사 신호의 도래각과 도래각의 변화속도 

 

부공간 행렬 ( )tW 의 완벽한 정규 직교성을 보장한다. 

하지만 FAPI 는 입력 신호의 공분산 행렬을 추정하기 

위해 고정 망각 인자를 사용하기 때문에 망각 인자를 

1 에 근접하면 부공간이 변하는 환경에서 수렴속도가 

느리고, 망각 인자를 작으면 부공간이 변하지 않는 정상 

상태에서 수렴에러가 큰 단점을 가진다. 이와 같은 

단점을 해결하기 위해 가변 망각 인자 알고리즘인 GVFF 

RLS 를 FAPI 에 적용한다. GVFF RLS 알고리즘은 식 

(4)와 같이 반복적으로 구해지는 MSE (mean square 

error)의 기울기 2 ( ) /e tσ β∂ ∂ 를 이용하여 식 (5)와 같이 

망각 인자를 제어한다.  

 

2 2
2 2( 1) ( )
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여기서 tς 와 th 는 계수, 2 ( )tσe 는 추정된 MSE, 2
hσ  추정

된 잡음의 분산, 그리고 m 는 step size 이다. 식 (4)는 
2 ( ) /e tσ β∂ ∂ 가 양수이면 망각 인자를 줄이고, 2 ( ) /e tσ β∂ ∂

가 음수이면 망각 인자를 증가시킨다.  

부공간이 지속해서 변하는 환경에서 GVFF FAPI 의 

성능을 확인하기 위해 도래각 추적 시스템에 적용하여 

성능을 확인하였다. 8 개의 안테나로 구성된 등간격 선형 

어레이, SNR 은 20dB, 0.0001m = 로 설정하고 

모의실험을 진행하였다. 그림 2 는 그림 1 과 같이 

변하는 도래각의 입사 신호에 대한 부공간을 추적한 

에러를 나타낸 그림이다. GVFF FAPI 알고리즘은 

도래각이 빠르게 변하는 구간에서 기존의 FAPI 

알고리즘보다 적은 에러를 보이는 것과 도래각이 변하지 

않는 환경에서 FAPI 알고리즘과 동일한 에러를 보이는 

것을 알 수 있다. 

 

Ⅲ. 결론  

본  논문에서는  부공간이  지속해서  변하는  비정재 

환경에 적합한 고속 부공간 추적 기법 설계를 위해 FAPI 

알고리즘에 GVFF RLS 알고리즘을 적용한 GVFF FAPI 

알고리즘을 제안하였다. FAPI 알고리즘은 고유 분해  

0 1000 2000 3000 4000
-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

Sample number

P
ro

je
ct

io
n 

E
rro

r (
dB

)

Signal Subspace Error

FAPI
GVFF FAPI

 
그림 2. FAPI와 GVFF FAPI의 성능 비교 

 

방법과 비슷한 정도의 부공간 추적 성능을 가지며, 

추정된 부공간 행렬의 완벽한 정규 직교성을 보장하지만, 

고정 망각 인자를 사용함으로써 실시간으로 부공간이 

변하는 입력 신호에 대해서는 추적 성능이 저하되는 

문제가 있었다. 제안된 GVFF RLS 알고리즘은 가변 망각 

인자를 사용함으로써, 기존의 FAPI 가 가지는 장점을 

그대로 수용하면서 비정재 환경에서도 강건하게 동작할 

수 있도록 한다. 따라서 본 논문에서 제안하는 GVFF 

FAPI 알고리즘은 지속해서 변하는 부공간의 추적이 

필요한 응용분야에 널리 사용될 것으로 기대된다. 
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